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l. Introduction

Edward Lorenz fut un météorologue qui, le prenmi@t,en évidence le caractere chaotique
de la météorologie.

Le couplage de l'atmosphere avec l'océan esitd#ar le systéme d'équations aux dérivées
partielles couplées de Navier-Stockes de la méunardegs fluides.

En 1963, Lorenz eut l'idée de chercher un modé&dguations pour étudier l'instabilité de
Rayleigh-Bénard.

Ce modéle a joué un r6le historique importansgué son évolution temporelle fait apparaitre un
comportement chaotique. De plus, il constitua knper systéme dissipatif permettant d'observer
un attracteur étrange.

Dans sa version exprimée en parametres et vesiat@duits, le systéme de trois équations
différentielles couplées s'écrit :

dx _ _
Y o
a rX—XZ—Yy
dz _
s xy—bz

ou P, désigne le nombre de Prandtl (qui sera pris édd dans les simulations)p = 8/3 et
r estle nombre de Rayleigh réduit.

Nous allons étudier a lI'aide du programme Lorelesdifférents portraits de phases obtenus pour
différentes valeurs du parametre .

La modélisation comprendra trois étapes : sur @mf@r schéma, nous trouverons les évolutions
temporelles des variablex et z . Nous décrirons les graphes observés et on liesa |
comportements temporels aux résultats analytiquesvés dans la partiéll . Le deuxiéeme
graphique représente une projection de l'espacelieses et le troisieme visualise pour les trois
coordonnés de l'espace.



Il. Exercices

* Question 1
Dans cette question nous étudions le modéle denkgreur O<r <1

Nous commencons avec la condition initial®, Yo 2,)=(1,1,1) avec r=0,5

Evolutions tenporelles de H,y,z avec r=a8.,5
1 T T T T

Hit) —
yit) —
zity —

Position {x,y,=}

Tenps {t}

Avec ces conditions initiales, les trois variabt®nvergent vers 16¢0,C,0) . Pour cette valeur de
r

Pour la suite, nous n'étudierons que les variabliés) et z(t) , y(t) ayant un comportement
proche de x(t)

Avant de changer les conditions initiales, nousrallchanger la valeur de tout en restant dans le
cas O<r <1 et voir ce qui se passe.

Les deux graphes de la page suivante montrenipgue les trois valeurs de ,les deux variables
tendent toujours vers 0 lorsque augmente. Notons aussi que plusest petit, plus x(t) et
z(t) tendent rapidement vers 0.

En étudiant la matrice jacobienne du point (0,0n@Ls montrerons que les modules des valeurs
propres [A| sont maximaux pourr —0 (et minimaux pourr —1 )
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z{t} pour differentes

38

valeurs de r
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r=a.s
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Nous allons nous remettre B=0,E avec trois conditions initiales différentes
P,=(0,C,0) P,=(-1,2,1/2) P,=(2,2,-3)

Differentes conditions initiales / r=8,5
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Le pointP0 = (0,0,0) est upoint fixe, il est invariant dans le temps. De plus, quelspient leurs
conditions initiales, les points convergent verpamt fixe. C'est donc upoint fixe stableet il est
unique. De plus, les trajectoires font penser aorud On aussi peut visualiser les trajectoires en
trois dimensions obtenues avec des conditionglegidifférentes :

Tra_jectoires avec r=6.,5

{5,5,52
{-5,-5,-5}
{3,-6,43
{=4,6,-6)
{-6,5,6)
{1,2,-8)
_,_,_,—'—'—'_'_'_'_—F {B,B;B}
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*  Question 2

Ici, nous devons nous placerB<r<24 . Nous choisironsr =15 .

Pozition x{t} pour r=15
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Pour différentes conditions initiales, les traj@é&® convergent vers deux valeurs de différentes,

nous montrerons qu'en fait les trajectoires coremrg vers Xg;=Vb(r—1)~6,11 ou

Xpp,=—Vb(r—1)=~—6,11 . De plus le point (0,0,0) est toujours un pointefimais n'est plus
stable, pour une condition initiale proche (1/1001/10), la trajectoire diverge de (0,0,0) et
converge versXg;, . Il est dondnstable.

Nous voyons sur le premier graphe de la page sigvame les positions sue convergent par
contre vers une seule valeur. Cette valeurastr—1=14 |

Plus généralement, nous montrerons que pbur<24 le modele de Lorenz admet 3 points

fixes:
b(r—1) —Vb(r—1) 0
P.=[Vb(r—1) P,=[ —Vb(r—1)| quisontstables etP,=0| quiest instable.
r-1 r—1 0

Il est important de remarquer que les trajectooesvergent vers les points fixésl et P2 en
oscillant. Ceci est di au fait que pour=15 les points fixed1 et P2 sont dedoyers stables On

le voit trés bien en regardant les trajectoiresreis dimensions sur le deuxieme graphe de la page
suivante ou les trajectoires « orbitent » autosrmhEnts fixes et s'en approchant.

Notons aussi que le systeme est @@jaotique, il est trés sensible aux conditions initialespdes
conditions initiales tres peu différentes, lesetcapires peuvent converger vers l'un et l'autre des
points fixes.



Position z{t} pour r=15

35 T T T T T
{(1,1,1y —
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Trajectoires pour r=15

{-112;1}
{1,1,1%
{11-112}
{1,2,2%
{41-111-12}
{18,5,183
{8,8,8)
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Trajectoires pour r=15

25 T T T T T
{1;2;2} -
(- 1y —
28 1
15 1
" S| 1
o
-
=
18 1
5 - -
a 1 1 1 1 1
=15 -18 =5 a 5 18 15
Axe X

Ci-dessus, nous avons tracé la projection desctaajes sur le plan (x,z). Les detoyers stables
sont bien visibles. Nous verrons dans la partidytigae que pour des valeurs de Iégérement
supérieures a 1 les poirfd et P2 sont desnoeuds stablest qu'ils deviennent des foyers stables
lorsque r augmente.

U2 |II

N

v v y}J

a < (). fover stable
e e sl st IMielRab e otz

Nous prenons, pour les deux graphes de la pagardajMes mémes conditions initiales (1,2,2) et
nous faisons varier



On voit tres vite, que lasoeuds stablegleviennent defoyers stablesdes r=2 ):

Position x{t}

Axe Y

®{t} pour differentes valeurs de r
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Trajectoires pour differentes valeurs de r
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* Question 3

Dans cette question on se place 225 . Pour la condition initiale (1,1,1) :

Position =x{t} pour r=38
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Le points fixes P1 et P2 sont devenus fig®rs instables La trajectoire « saute » de I|'orbite du
point P1 a celle du point P2 aléatoirement. La ibdité est telle qu'une variation infime de la
trajectoire ferait « sauter » celle-ci sur l'aybant fixe alors que, si elle n'était pas modifedke
continuerait a effectuer quelques orbites autoumdme point fixe. Il n'est donc plus du tout
possible de prévoir la trajectoire physiquemenhgda réalité), car comme dans le chsr<24

la trajectoire est trés sensible aux conditiontsaiieis.

Dans le casl<r<24 ou nous ne pouvions pas prédire physiguement sirpmqint fixe un point

(dont nous connaissons les conditions initialesitaconverger. Par contre, si la trajectoire

commencait & orbiter autour d'un point fixe nous®@as qu'elle allait converger dessus.

Ici ce n'est plus possible. Le systeme est complété chaotique. Pour deux positions tres proches
x(0)—%(0)<1 onaura x(t)—X(t)c€'' ouAest!' exposant de Lyapunoy

Dans la partie analytique nous allons voir quél yne bifurcation de Hopf & .=24,7¢

Les graphes des pages suivantes montrent lesgmssiti(t) et z(t) pour plusieurs conditions
initiales, puis une représentation en trois dimamside difféerentes trajectoires et enfin une
projection d'une trajectoire sur le plan (x,z) oous voyons trés bien le célébre papillon de
I'attracteur étrange de Lorenz.
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Tra_jectories pour r=30

{1;1}1} -
{-415111}
{0,08,08} +

Axe 2

Projection sur {x,z} avec r=30
68

{1;1;]‘.} -

98 r

48 r

38 r
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lIl. Complément (analyse théorique)

* Question 1

X = Pr(_x+y)
Yy = —XZ+rx—y
zZ = xy—hz

X=
Un premier point fixe trivial estP, : (y=
7=

0 =P(=x+y) & x=y (1)
0 = —Xz+rx—y (2)

0 = xy—bz & z = — (3)

(1) dans (3) donnex2 = bz < x=Fz

(1) dans (2) donne—xz+rx—z = 0 & z = r-1

b(r—1) —vb(r—1)
Les points fixes P, et P, sontdonc Pi=[\Vb(r-1)| P.=[-vb(r—1)| avecr=1
r-1 r-1
Pour r=1 , P,=P,=P, donc pourr €[0;1] , il n'y a qu'un seul point fixeP, et pour

r>1 ,ilya3points fixesP, , P, et P, .

*  Question 2

Nous allons maintenant étudier la stabilité linéales points fixes pour le cag—1]<1 , c'est a
dire lorsquer—1+€¢ et r—r—e avec €>0, exl1

oF, oF, OF,

« oX 0y 0z P P 0
. . e 0 oF, OF r r
La matrice jacobienneDF |y | s'écrit : y Y I=1|r-z -1 —x
2 ox o0y o0z y x  —b
o0F, OF, OF,
oX 0y 0z
o Pour Py
0 -P, P, O
DF{ol = r -1 0| etcommedel(DF—-Al)=0 , nous avons I'équation suivante :
0 0 0 -b




—(P,+A)(=1-A)(=b—A)—rP,(-b—2A)=0
o —(P,+A)(A2+Ab+A+b)+rP,b+ArP,=0
e —A%-A2b-A2-Ab—P,A2—P,Ab—P,A—P, b+rP ,b+ArP =0
o A(=A2=A(b+1+P,)—(b+bP,+P,—rP,))+rP,b—P,b=0
= A(=A2=A(b+1+P,)—(b+bP,+P,(1-r)))+P,b(r—1)=0 (4)
Lorsque [r—1/<1 : P,(1-r)<b+bP, et le terme P,b(r—1) tend vers 0+ si r tend vers 1
par valeurs positives, et il tend vers 0O- si r temdrs 1 par valeurs négatives i.e

P.b(r-1)—eP,b et P,b(r—1)—»—€P,b

A,=0 étant solution de (4) lorsque ce term&,b(r—1) s'annule (pour r=1) la solutiod,
sera donc :

" A =€'>0 pour r=1+e¢
" A =—€'"'<0 pour r=1—e

avece'>0,e'"'>0 et e'xl,e''x1

Pour s'en convaincre nous pouvons afficher la @debl'équation (4) au voisinage de 0 pour pour
r=1=+e

a.1 T T
{4} avec r=8,99 ———
{4} avec r=1.,81 ———
H=a —
y=a ——
a.85 ]
a
-8,85 .
-E..,:I. 1 1

=-8.1 =-8.83 a 8.83 8.1



Les deux autres racines sont donc tres prochemdegs du polyndme de degré 2 :
—A2-A(b+1+P,)—(b(P,+1))=0

A=(b+1+P,)2—4(b(P,+1))

_ —(b+1+P,)+((b+1+P,)2—4b(P +1))

A, = >
N —(b+1+P,)—((b+1+P,)2—4b(P,+1))
2 2
Application numérique: A,~-11 , Agz—g—:—z,m

Il'y a donc une premiére bifurcation pour le pdix¢ P, car:ilpour r<1 ona:
A3<A,<A;<0 pour r<1 — noeud stable

A;<A,<0<A; pour r>1 — col (instable)

o Pour Plei P2 :

b(r—1) - P, P, 0
DF|Vb(r-1)| = 1 -1 —Vb(r-1)
r—1 Vb(r—1) vb(r—1) —b

dei(DF —=A1)=0 o —(P,+A)((14+A)(b+A)+b(r—1))—P,((-b—A)+b(r—1))=0
o —(P,+A)(br+a+ab+a2) —P,(br—2b—A)=0
e —P,br—P,A—P,Ab—P,A2—Abr—A2—-A2b—2A*-P,br+2P b+P,A=0
e —A°-A2(P,+1+b)—A(P,b+br)+2P,b(1-r)=0

On peut simplifier ce calcul en utilisant le fait'ijexiste une valeur propre,;=0 si r=1 donc
on peut supposer qué\,|<1 si [r—1/<1 on peut donc négligen,? et A,> de I'équation :

2Prb(r—1) 0 pour r>1
! P,b+br P

Les autres valeurs propres,A; ne dépendent pas fortement de, i.e
A,:(r)~a,.(1)+0(r—1) , il suffit de déterminer leur valeur #=1 . En fait ce raisonnement
est analogue a celui que I'on a fait poly .

—A2=A(P,+1+b)—(P,b+b)=0
On résout donc :
A=(P,+1+b)2-4b(P,+1)



(P,+1+b)— (P, +1+b)2—4b(P,+1)

2= <0
, 2
Les valeurs propres sont donc : . (P, +1+b)+[P. +1+D)2—4b(P, +1) j
g
2

On fait de méme pourP, et on trouve le méme résultat;<A,<A,<0 (noeud stablg
Donc pour les points fixesP;, P, sont stables pourr —1| <1

A r=1, on a donc uneéifurcation fourche supercritique. Le digramme de bifurcation se trouve
apres la question 3.

*  Question 3

On va maintenant montrer que les points fixes igguls premiere bifurcation se déstabilisent a leur
tour pour une valeur. par une bifurcation de Hopf (on admettra que laddmn de
transversalité est bien remplie).

Cette deuxiéme bifurcation est caractérisée parpaire de valeurs propres complexes conjuguées
pour lesquelles la partie réelle change de sigre Bifurcation. On sait donc qu'il existe des
solutions purement imaginaire8, ,=*iw quand r assume sa valeur critique, .

En prenant les parties réelles et imaginaireséd@dtion caractéristique (avet=iw et we€R )

on trouvera deux équations indépendantes permeltaghéterminerw et la valeur der .

Reprenons I'équation caractéristique trouvée dgagaéstion 2 :

def(DF —A1)=0 o —(P,+A)((1+A)(b+A)+b(r—1))—P,((~b—A)+b(r—1))=0

o —(P,+A)(br+A+ab+a2) —P,(br—2b—a)=0

& —P,br—P,A—P,Ab—P,A2—Abr—a2-a2b—A*-P,br+2P,b+P,A=0
e —A°-A2(P +1+b)-A(P,b+br)+2P, b(1-r)=0

o —(iw)’=({w)(P,+1+b)—iw(P,b+br)+2P,b(1-r.)=0
w2(P,+14+b)+ 2P, b(1-r)=0 (R)

0

w’—w(P,b+br.)=0 (3)
,_2P.b(r -1
we=——7—
< P.+1+b
> w?=P, b+br,
2P,b
P b+—7—
= " P, +1+b
°~  2P.b o
P.+1+b
54
2P,b
—|p b+bpfb+ P, +1+Db
R R 2Pb
P.+1+b

Application numérique: r_=24,74 et w=%92,64



Il a une bifurcation de Hopf & ;=24,7¢ |, ou les points fixesP, et P, qui étaient des foyers
stables pourr <r. deviennent des foyers instables pourr. (et ils sont des centres pour
r=r. ).

On remarque aussi que, comme on l'a vu avec lalaio, il y a une valeur der pour laguelle
ces points fixes passent de noeuds stables a fstaiies puisque poufr —1|<1 on avait trouvé
des noeuds stables.

Voici le diagramme de bifurcation poux :

x /N
"-// :
/~
" - t =—>
4\ :.
==
- > Ve ol

P1,P2 noeuds

stables P1,P2 foyers stables P1 IFEI foyers
0o 1 04,74 NStables
| | | S T
— | 7

PO PO PO instable

stable instable



V. Conclusion

L'étude du modele de Lorenz, nous a permis de mogtrun systeme d'équations apparemment
simple peut en fait étre complexe et dans certaass chaotique. Ce comportement chaotique
apparait alors que l'on est dans un modele déja simplifie d'étude des phénomeénes
météorologiques, et il remet en cause notre capaciprédire ces phénoménes physiques, étant
donné qu'en pratique on est toujours limité parécision de nos mesures.

Grace a la simulation informatique nous avons miseeidence ce comportement chaotique en
particuliers en tracant le célebre attracteur geate Lorenz.

Trajectories pour r=38

{1,1,1}
{-415111}
{@,8,8}
{(=7,-2,1}

Axe 2

38
28

Axe Y
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